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Tronc commun Sciences BIOF

Correction Série N°1 : PRODUIT SCALAIRE

Exercicel : (*) Soient U et v deux vecteurs tels que :Hﬁ\\%ﬁ et H\?H=4 et (6—\7)5%[27:]
Calculer u-v
Sotuton -0 =i« xcos[ 7| = 2x4x 32 =512

Exercice2 : (**) Soit ABC un triangle tel que : AB=3 - AC =4 et BAC :2?7[

Calculer : AB-AC
Solution : AB.AC = Hﬁ”x”ﬁ”x cos BAC = AB x AC x cos(%}

AB-AC =4x3c0s 377 ) _12c0s( ¥ -7 | 21208 -Z
3 3 3 3

3r—7 =12cos sm_« — _12cos| ~
3 3 3 3

Car : cos(z—x)=—-cosx Donc: AB.AC=-6

E-E=4XSCOS(

Exercice3 : (**) Déterminer, si possible, une mesure de I'angle (u ;\7) (ou une approximation, si

c’est possible) dans les cas suivants :
2) [u]]=4 et [v]-8 et u.v-32

) [U]=Z et [V]=24Z et i.i=243

o [d=1et [v]=6 et ii=-3

Solution :a) UH:4 et HVH:S et u.v=32

onsaae =l 59 done: o)<
Donc : COS(U;V) = 8?;24 = TSc0s(0)
Donc : (u;v)=0[27]
Il ]2 -2l
on sa e =<l ) done: o)<
Donc : cos(U H)_ \/52\/2_\/_ 243 \/é—cos(:j

X

Donc : (U;\?)zg[Zﬂ] ou (u ;V)E—E[Zﬂ]

c) HUHzl et HVH=6 et uv=-3
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. e (— — - uwv
On sait que : u.v=HuHvaHcos(u;v) donc : cos(u ;v)zuﬁ =
<M

Signifie que : Cos(ﬂv;\*/)z_—3=—1
- T
Signifie que ; cos( u;v)=—-Ccos—
gnifie q (u3v) ;
— - T 27
Signifie que : cos|{ u;v)=cos| r—— |=c0S| —
e (u3v) ( 3] ( 3)

Donc : (U;Q)E%[Zﬁ] ou (U;\?)E—%[Zﬂ]

Exercice4: (*)
Dans chaque cas, indiquer si le produit scalaire u.v est positif :(>0) ; négatif (<0) ou nul(=0)

— —» = — = — — —>
UeV evrennn UV avrenn IR TIR A
Solution :
-
;,’ v N
N /_)
y U
—>
o -
U u u
> — - — — — =
u.v >0 w.v =0 u.v <0 .y <0
-5
U
— —3
- v Y v
li ) \
-5
U
— — = — —*
u.v <0 u.v =0 u.y <0
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Exercice5 : (**) Dans la configuration ci-dessous, on a AB=7

Déterminer, par lecture graphlque les prodwts scalaires suivants :
1) ABAC  2) BADB 3) AB.AE  4) AB.DE

Solution :1) Calculons : AB.AC
Sion appelle H le projeté orthogonal de C sur (AB) (voir figure complétée), alors :

AB.AC = AB.AH
Puisque les vecteurs AB et AH sont colinéaires de méme sens, on aura alors :
AB.AC = AB.AH = ABx AH = 7x5=35

2) Calculons : BA.DB
On « réarrange » I'écriture des vecteurs avant de calculer le produit scalaire :

BADE - BA(~BD)=~BABD

Le point H précédemment défini est le projeté orthogonal de D sur (AB)

Donc : BABD =BABH =BAxBH car les vecteurs BA et BH sont colinéaires de méme sens.
Ainsi : BABD =7x2=14

On conclut que : BADB =-14

3) Calculons : AB.AE
Sion appelle Kle prOJete orthogonal de E sur (AB) (cf flgure complétée)

Alors : AB.AE = AB.AK et puisque les vecteurs : AB et AK sont colinéaires de sens contraires.
Onaura: AB.AK =—ABx AK =-72=-14

Ainsi : AB.AE =—14

4) Calculons : AB.DE

En utilisant la relation de Chasles, et la distributivité du produit scalaire, on écrit :

AB.DE = AB.(DA+ AE ) = AB.DA+ AB.AE = AB.(~AD )+ AB.AE

AB.DE =—AB.AD + AB.AE

En projetant le point D sur (AD), on obtient : AB.AD = AB.AH = ABx AH car les vecteurs AB et
AH sont colinéaires de méme sens.

Donc : AB.AD = ABx AH =7x5=35 Ainsi : —AB.AD + AB.AE =—35—14 =49

On conclut que : AB.DE =-49
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Exerciceb : (**) ABCD est un carré de c6té 2cm.

Les points M et N sont définis par : CM :%C—D etBN = gﬁ

1) Ecrire AN et BM en en fonction des vecteurs BC et CD ,

2) a) Calculer AN-BM
b) Que peut-on dire pour les droites (AN) et (BM) ?
Solution :

CONSEILS : Utilisez la relation de Chasles pour décomposer les vecteurs AF et BE et les écrire
en fonction des vecteurs BC et CD

m:mw:ﬁ+gs—czo—c+gﬁ car : AB=DC
W:B—C+C—M=ﬁ+gcﬁ

e (e B (5 .
2)a) AN -BM =(DC +ZBCJ.[BC+ZCD) et, en développant :

AN -BM = DC.BC +% DC.CD+% BC.BC + ]2_—2 BC.CD

Ona: BCCD=0 et DC.BC =0 car BC est orthogonal a DC
DCCD=-CD2=-CD2=-22=-4
BC.BC =BC2=BC2=22=4 et

D’ou: mBM =0—§X4+§x4+§><0:0
4 4 16

b)Ona: AN -BM —0-2x44+2x4+22,0=0
4 4 16

Donc : AN et BM sont orthogonaux, par suite : (AN) et (BM) sont perpendiculaires

Exercice7 : (**) Soit u et vdeux vecteurs tels que : HGH =3 etHQH =2 et G.Gz—g

Calculer :1) A:(ﬁ+\7).(26—3\7) 2)B = ( )(u +v) 3)C :(G—V)Z et D=(3ﬁ+2\7)2
4) E=Hﬁ+\7” et F=HG—\7H

Solution :1) Calculons : A:(G+\7).(2ﬁ—3\7)

A=2uu—-3uv+2vu—3vyv

Donc : A=214 -Uv=3v = 2.”1]”2 —G.\7—3H\7“2 x4 S 3k
2

Donc : A:2><9+§—12:
2 2
2) Calculons : B :( ) (ﬁ+\7)
B=(G—\7).(ﬁ+\7) U—v
=[] - =94~
c) Calculons : C = (ﬂ—\?)z

- 2

C=(i-V) U -2uv+v _”uuz—zﬁ.\h“\"fﬂz:32—2[—gj+22
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C=9+3+4-16
Calculons : D =(36+2\7)2

= (3u+2v) =9’ +12uv+4v" =9 +120v + ||
D=9x3 +12(—gj+4x 2 =81-18+16=79
4) a) Calculons : E = Hﬁ +\7H
(ﬁ+\7) S0+ 2054 _”u“ +2uv+Hv“ 32+2[ §j+22
(1+7) =9-3+4=10
Donc : Hﬁ+\7”2 =10 et par suite :HG+\7H =10
b) Calculons : F = Hﬁ—\?”
Ona: (ﬁ—\?)z =16 donc : HG—\?HZ =16
Donc : HG—VH=\/1_6=4
Exercice8 : (**) A,B et C sont trois points du plan tels que AB=3 , AC=2 et BAC :% radians

1) Onpose: u=AB et v=AC . Calculer UV

2) Construire les points D et E définis par : AD =2u—3v et AE =—u+4v
3) Calculer les produits scalaires suivants :

a) AD.AD b) AD.AE  c) AE.AE

4) En déduire une valeur approchee a 0,1 degré pres par défaut de 'angle DAE
Solution :1) Le calcul de u V s’effectue directement a I'aide des données de I'énoncé :

7 =afifccos( ) [ Ac] s B 32| |62 -3
3 2

2) Construction des points D et E :

- D
3) a) Calculons : AD.AD
On utilise les « identités remarquables » et la distribution du produit scalaire :
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E.ﬁ:(zﬁ-s&)(zﬁ-s&):(2(1—3\7)2

S — —\2 -~ = -\2 -2 -~
AD.AD:(ZU) —2x2u.3v+(3v) —4u° —120.v+9v
AD.AD = 4”6”2 _120.v+ 9”6”2 - 4”@”2 _120v+ 9“%”2
AD.AD =4AB? —-12u.v+9AC? Or : u.v=3

Donc : AD.AD =4x3? —12x3+9x2°

Donc : AD.AD =36—36+36 =36
b) Calculons : AD.AE

E.E:( 21]—3\7)(—G+4 )
3v.

E.E:za.(—ﬁ)umv ( ) 3v.4v
AD.AE =—2U° +8U.V+3V.U—12V"
ﬁ)’.ﬁ:—2”ﬁ”2+86w3\7 u-1 2”9”2

AD. AE =—2 AB? +8U.v+3v.u—12 AC?
AD.AE =—2x9+11U.Vv—12x4
AD. AE =—18+11x3—48=33—66 =33
c) Calculons : AE.AE
AE.AE =( U +4v)( —u+4v)=(-u+4v)
AEAE = (—U)" +2x(~0) 4v+(4V) —U" ~8uv -+ 167"
- Hu” -86.\7+16H\7H2 - HEHZ -80.\7+16HEH2

= AB? —8U.V+16 AC? = 3> —8x3+16x22 = 9— 24+ 64 =[49)
4) En calculant le produit scalaire : AD.AE d’une deuxiéme maniére, on obtiendrait :
AD.AE = AD x | AE[ x cos(ADE)

Puisque : AD.AE =-33 : HE“Z = AD.AD =36 on obtient AD>=36 c'est-a-dire : AD=6

et de méme : AD=7

Egalité : AD.AE = ﬁ”x”ﬁ”xcos(ADE) fournit donc : cos(ADE)= A?'A—EE = 6—39; =—%:—%
X

A0 A2 ] € xcs( ADE - [38]«[C]«cosBAC -3 2xc0s £ |62 -3
3 2

Grace a la calculatrice, on déduit que I'angle DAE mesure environ 141,8 ° (a 0,1 degré preés)
Exercice9 : (**) Soit CFG un triangle tels que :CF =7 et CG=6 et FG=3
En appliquant la propriété suivante :

Si u et v deux vecteurs alors ona:a,gzl(ua\r+“9H2_“a_;“)etag_l(ua+gﬂ HUH M)
2

Calculer : ﬁﬁ

Solution : Calculons : CG.CF
Pour: u=CG et v=CF

N Y [T TSl TE—T
Et commeona: u'VZE(HUH +M —Hu —VH
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- 1 — 2 — 12 —_— —2
Alors on a : CG.CF =E(HCGH +|cF| - |cc - cF| )
Donc : @.ﬁ:l(cez +CF? - Fc;2)=1(62 +7°-3)=38

2 2

Exercicel0 : (**) Considérons un triangle ABC telsque :BC=7,AB=6etAc=5
1) a) Calculer : cosBAC
b) Calculer AB.AC En déduire que : BA.BC =30
2)Soit H le projeté orthogonal de A sur (BC).

A
= o
¢ I H B

Calculer : BH
Solution : 1) a) Calculons : cos BAC
D’apres le Théoreme d'Al Kashi dans ABC nous obtenons :
BC? = AB* + AC* —2AB x AC cos BAC
AB? + AC*-BC?
2ABx AC

Donc : cos(BAC):w:E:l
2x6x5 60 5

b) Calculons AB.AC

Donc : cos(BAC) =

E.AT:ABxACcosBAczaxsxéze

Déduisons que : BA.BC =30
ﬁ.ﬁ:ﬁ.(ﬁ+A—C):§A.§A+B—A.A—C:§A.§A—E.E or AB.AC=6
Donc : BA.BC =BA?-6=BA’>-6=36-6=230

Donc : BA.BC =30

2) Calculons : BH
On a: H le projeté orthogonal de A sur (BC) et puisque : BA.BC=30>0

Donc : BA.BC =BH .BC =BH xBC
BA.BC 30
BC 7

Donc : [BH =

Exercicell : (*)
ABC est un triangle tel que AB=5 ; BC=8 et AC=7 et | est le milieu de [BC].
A

B | c

Calculer la longueur Al.
Solution :D’aprés le Théoréme de la médiane dans ABC nous obtenons :
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2
AB? + AC? =2Al% + BC

Donc : 25+49:2AI2+6—24

Donc : 2Al1% =42

42 _

Donc: Al%= 5 21

Donc : | Al =\/ﬁ

Exercicel2 : (***) Soit ABC un triangle tel que : AB = \/7 et AC=2etBC=3
| Le milieu du segment [BC]

1) a) Calculer : cos(B AAC)

b) Montrer que : AB-AC =1
c) Calculer Al

2) Soit M un point tel que : AM’ :%ﬁ+%ﬁ
a) Calculer ;: AM-AC
b) Montrer que : MB-AC =0
c) Que peut-on déduire des droites : (MB)et (AC) ?
Solution : 1) a) D’aprés le Théoréme d'Al Kashi dans ABC on a : BC* = AB* + AC® —2ABx AC x0s A
Donc : 9=4+7—4x7xcos A
2 1 1 7
4xJ7T 2T 272 14

Donc : -2 =—4x+/7xcos A donc : cos A=

1)b) On a AB- AC = ABx AC xc0s A

A (v7)
Donc:ﬁ-AC:ZX\ﬁxﬂ:zx 14
14 14 14
1
1)c) D’apreés le théoréme de la médiane dans ABC on a: AB* + AC? = 2Al? *5 BC?

Par suite : \/72+22 =2AI2+%32

9 _ 13 .
Donc: 11=2Al? +3 cest-a-dire : Al’ =, Pparstite: Al =\E

AM -A—C:(éAB+%AC)-AC:%AB-AC+%AC-AC

e 1 o 12 11

AM - AC=2x1+iac’ =i tpace L1412
37776 376

1+—><4=—+— 1
3 6 3 3

2 . . . .
) )MB-AC:(MA+AB)-AC=MA-AC+AB-AC

MB-AC=—-AM-AC+AB-AC=-1+1=0

2)b) Donc : MB L AC par suite : (MB) L (AC)

Exercicel3 : (**) Soit ABCun triangle tel que :a=BC=6 et A=30° et B=73°
Calculer b et C
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: . . sinA sinB sinC  2xS
Solution : D’aprés la formule de sinus on a : = = e

a b c abc
On adonc: M:sm% :i donc : sin 73 :i
a 6 12 b 12
Par suite : b=12sin73°=11.47
Etona: sin 77 =i
C 12

Donc: ¢=12sin77°=11.69

Exercicel4 : (***) Soit ABC un triangle isocele et rectangle en B tel que AB= J2
On construit a I'extérieur du triangle ABC le triangle équilatérale ABD (voir schéma)

1) Calculer BA-BD et BC-BD D

2) Calculer : AC et DC

3) Montrer que : AC-AD =1-+/3 A c
4) Vérifier que : DAC = %
5) En déduire : cos7—7[ = M

12 4
Solution : 1) BA- B0 - [B4]-[85]cos ABD - AB-8D-cos T ~(2) -2 =1
ﬁ.@:ﬁ.ﬁcos(72’+gjz(ﬁ)zx_sin(gj:_zxfz_ 3

e D’aprés Pythagore on a: AC? = BC? + AB?
AC? =2’ +2° Signifie que : AC?=4 ssi AC =2
D’aprés le Théoréme d'Al Kashi dans BCDon a : DC? = BC? + BD? —2BC x BD cos[%+

Donc : DC? =2+2—2x2x—sin(%j

Donc : DC? :4+4sin(%j:4+4x§:4+2«/§ par suite : DC =\/4+2\/§
eD’aprés le Théoreme d'Al Kashi dans ACDon a:
DC? = AC? + AD? —2AC x AD cos(a)
DC? = AC?+ AD? —2AC x AD
2 . -
( 4+2J§) =4+2-2ACxAD

Signifie que : 4+2/3=4+2-2AC x AD
Signifie que : ACxAD =1—+/3

4)DAC=£+£:7_”
4 3 12
Ona: ACxAD=1-+/3 donc: ACxADxcos[%+%J=1—\/§
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Donc : 2x\/§xcos(1—gj=l—\/§

| (wzj 1-v3 (-V3)v2 2 6
Donc : cos| — |= = =
12 2xJ2  2x[2x+2 4
Exercicel5 : (****) Soient A et B deux points distincts du plan tel que : AB=4
1) Déterminer et représenter I’ensemble(E) des points M du plan tel que : AM+«BM =0

A|©

2) Déterminer et représenter 'ensemble (F) des points M du plan tel que : MA«MB =

Solution : soit M un point du plan
1)M €(E) Equivauta : AM«BM =0
Equivauta : (AM)L(BM)

Equivaut a dire que : le point M appartient au cercle de diamétre [AB] &

Par conséquent : I’ensemble(E)des points M du plan tel que :

AM+BM =0 est le cercle de diamétre [AB]

: T 9
2) M e(F) Equivauta: MA-MB:Z

Soit | le milieu du segment[AB] donc D’apres le théoréme de la médiane dans MAB on a:

MA-ME = MI2 —%ABZ Cest-a-dire : MA-ME — M1 2 _%
M (F) Equivauta : mp2_16_9
4 4
9 16 25

Equivauta: miz =2 4+=2 =22
4 4 4

Equivaut a : MI = g

Par conséquent : I’ensemble(F) des points M du plan est le cercle de

centre | et de rayon Rzg

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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