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Tronc commun Sciences BIOF

Correction Série N°5 : PRODUIT SCALAIRE

Exercice 1 : (*) Soient U et v deux vecteurs tels que : H H 22 et M = et (ﬁ \7) 5

Calculer :

Solution : uv= Hu” chos( : ) 22 x= xcos(sfj 2fxcos(;r+%j or cos(7 +X)=—Ccosx
Loz 2\/§X (7[) V2 2 2
' 4

2 2 4 2

Exercice 2 : (**) Soit u et vdeux vecteurs tels que : HGH: 2 et uv=—7 et (D;Q)zg

Déterminer : H Y H

u.v

Solution : On sait que : ﬁ.\?:”ﬂ”x”\?Hcos(ﬁ;\?) donc : Mz HHH cos(a 4)
u||x u;v
Donc : H\_/’H:# or Coszzﬁ
Hu chosz 6 2
6
73

=7
Donc : HVH = ﬁ =—3
Exercice 3 : (**) Soit A, B et C’'; trois points alignés tels que : AB=3cm et AC'=2cm
(D)est la droite perpendiculaire a (AB) passant par C'. (Figure 1)

1) Calculer AB.AC’ et AB.AC, et AB.AC,

2) Soit C un point de(D) ; Calculer AB.AC

(D)

figurel

Solution : 1) Dans la figure 1 : AB. et AC’ sont colinéaires et de méme sens

Ainsi : AB.AC' = ABxAC'=3x2=6

Tous les points C, ; C, ; C,;....., de la droite (D) ont le méme projeté orthogonal C’ sur la droite
(AB) et Ainsi : AB.AC, = AB.AC' = ABx AC'=3x2=6

AB.AC, = AB.AC' = ABxAC'=3x2=6

2) Soit C un point de (D)

AB.AC = AB.(AC'+CC) = ABAC + ABCC
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Puisque AB et C'C sont orthogonaux alors : AB.C'C =0
Donc : ABAC=6+0=6
On constate donc que le produit scalaire : AB.AC ne dépend que du projeté orthogonal de C sur

la droite (AB)
Exercice 4 : (**) Soit A, B et C’; trois points alignés tels que : AB=3cm et AC'=2cm

(D)est la droite perpendiculaire & (AB) passant par C'. (Figure 2)
1) Calculer AB.AC’ et AB.AC, et AB.AC,
2) Soit C un point de(D). Calculer AB.AC

(D)

G

figure2

=]
>
@

Solution : Dans la figure2 : AB. et AC’ sont colinéaires et sont de sens contraires,

Ainsi : AB.AC' =—ABxAC'=—3x2=-6

Tous les points C, ; C, ;C,;....., de la droite (D) ont le méme projeté orthogonal C' sur la droite
(AB) etﬁﬁ -

Ainsi: AB.AC, = AB.AC'=-ABxAC'=-3x2=—6

AB.AC, = AB.AC’' =—ABx AC'=—3x2=—6

2) Soit C un point de (D)

AB.AC = AB.(AC'+C'C) = ABAC + ABCC

Puisque AB et C'C sont orthogonaux alors : AB.C'C =0

Donc : ABAC=-6+0=-6

On constate donc que le produit scalaire : AB.AC ne dépend que du projeté orthogonal de C sur
la droite (AB)

Exercice 5 : (**) Soit HBCD un rectangle : AB=3cm ; AD=2cm; BC =/2cm

1) Calculer AH 2) AB.AD 3) AB.AC

Solution :1) Calculons AH : le théoreme de Pythagore nous 5 c
permet d’écrire : AD* = AH? + HD?
D'oli AH? =AD’ -HD*=4-2=2
Donc : AH =+/2cm

2) Calculons AB.AD : - * °

AB.AD = AB.AH = |AB|||[AH |cos 7 = ABx AH (-1) = -3V2
3) Calculons AB.AD :
AB.AC = AB.AB = AB” =[AB| =3 =9
Exercice 6 : (**), ABCD est un losange dont les diagonales mesurent : AC=12 et BD=6

Calculer le produit scalaire : AB.BC
Solution :
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Il est possible ici de décomposer les vecteurs AB.et BC en utilisant la relation

de Chasles et en faisant intervenir le point | : AB= Al +1B et BC =BI +IC D
On peut alors calculer le produit scalaire : AB.BC de la facon suivante :

AB.BC = (AT +1B).(BI +IC) = ALBI + ALIC + IB.BI + IB.IC

Comme les vecteurs : Al et BI sont orthogonaux le produit scalaire AlLBI est

nul ; pour la méme raison le produit scalaire IB.IC est lui aussi nul. A
1

Deplus: IC=Al ; IB:%DB:3 et IC= Al = AC =6

Par conséquent : ABBC=Al —1B = Al?—IB? =6? -3 =36—29=27
Exercice 7 : (**) Soit ABC un triangle tel que : AB=9 et AC=6 et BC=8
En appliquant la propriété suivante :

Si u et v deux vecteurs alors on a :G,QZE(”GHZ +H\7”2 —“G _\7“2) et iy :l(uﬁ L \7“2 _“ﬁ“z _“\7“2)
2 2

1)Calculer : AB.AC
2)Calculer : BABC
3)Calculer : CACB
Solution : 1) Calculons : AB.AC

. . — 1= —R = - |2
On en déduit, d'apres la propriété que : AB.AC :E(HABH +HACH —HAC - AB H )

—— 1{— . .
A8.AC =3 [ag] +[ac| -[ec ] C

AB.AC :1(AB2 +AC? - BC2)
2

E.A—c=1(92+62—82)=1x53=26,5
2 2

2) Calculons : BABC

ﬁﬁ:l(BAuBcz —ACZ)
2

ﬁ.ﬁ:l(gz +87 —62)=1x109=54,5
2 2
3) Calculons ;: CACB

CACB =3(CA2 +CB%- ABZ)
2

&\.(ﬁ:l(az +8? —92)=1x19=9,5
2 2
Exercice 8 : (**) On considere un triangle ABC tel que AB=11, AC=13 et BC=16
Déterminer une mesure en degré des trois angles de ce triangle (arrondir a 0,1 degré pres)
Solution :a) On utilise la formule d’Al Kashi : BC? = AB? + AC2 —2ABx AC cos(BAc)
AB?+AC?-BC? 34 17
2ABx AC 286 134
Grace a la calculatrice, on déduit que I'angle (BAC) mesure environ 83,2 ° (a 0,1 degré pres)

Signifie que :cos(BAC) -

b) De la méme maniere :
On utilise la formule d’Al Kashi : AC? = BA? + BC? — 2BAx BC cos(ABc)

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

lw



http://www.xriadiat.com/

BA’+BC*—AC® 208 13
2BAxBC 352 22
Grace a la calculatrice, on déduit que I'angle (ABC)mesure environ 53,8 ° (& 0,1 degré prés)

Signifie que :cos(ABC) =

C) De la méme maniere :
On utilise la formule d’Al Kashi : AB®> = AC*+BC*—-2ACxBC cos(ACB)

AC’ +BC’—AB* 304 19
2ACxBC 416 26
Grace a la calculatrice, on déduit que I'angle (ACB) mesure environ 43 ° (a 0,1 degré pres)

Signifie que :cos(ACB) =
Exercice 9 : (**) 1) Calculer pour chacune des figures ci-dessous :

W

a) Les normes : H u H et HVH

b) Le produit scalaire : u.v
2)Déduis-en la valeur de I'angle géométrique formé par ces deux vecteurs.
Solution :1)a) i) Dans le premier cas de figure on a : HUH: 4

La norme du vecteur v est la longueur de I'hypoténuse d’'un triangle rectangle dont les deux
autres cotés ont tous pour longueur 3.

Ainsi, d’apres la propriété de Pythagore on a : HVH =32+32=2x32=32

ii)Dans le deuxieme cas de figure on a: H v H =4

La norme du vecteur u est la longueur de I'hypoténuse d’un triangle rectangle dont les deux autres
cOtés ont tous pour longueur 2.
Ainsi, d’aprés la propriété de Pythagore on a HGH =J22+22=\2x22 =22

iii) Dans le troisieme cas de figure on a: H u H: 4

La norme du vecteur v est la longueur de I'hypoténuse d’'un triangle rectangle dont les deux
autres c6tés ont pour longueur 2 et 1.
Ainsi, d’apres la propriété de Pythagore on a :

FRCE:
b) Le produit scalaire : u.v

i) Dans le premier cas de figure : On fait une projection du vecteur v sur la droite d’action du
vecteur u comme sur la figure ci-dessus. On obtient deux vecteurs colinéaires et de méme sens,

donc: u.v=4x3=12
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i)Dans le deuxieme cas de figure :
n fait une projection du vecteur u sur la droite d’action du vecteur v comme sur la figure ci-

dessus. On obtient deux vecteurs colinéaires et de sens contraire, donc : u.v=-2x4=-8

iii) Dans le troisiéme cas de figure : On fait une projection du vecteur v sur la droite d’action du
Vecteur u comme sur la figure ci-dessus. On obtient deux vecteurs colinéaires et de méme sens,
Donc: u.v=4x1=4

2) Déduisons la valeur de I'angle géométrique forme par ces deux vecteurs.

Soit & la mesure de I'angle formé par les vecteurs u et v

u.v
|ui<[M
i) Dans le premier cas de figure : HUH= 4 et HVH =3J2 et u.v=12

12 1 JE
4><3\/_ \/_

ii\Dans le deuxiéme cas de flgure Hu H—Z«/_et HVH—4 et u.v=

On sait que : G.\?=HUH><HVHCOS@5 donc : cosa =

Donc : cosa = et puisque « €[0;7] alors : a =

o,
4
-8

8 1 _
ax2\2 2

iii) Dans le troisiéme cas de figure : HUH: 4et HV” —J5et uv=4

4 J§
xff

) A 5 )
Avec la calculatrice on trouve : & =cos ™ {%J =63,45

. 3
Donc : cosa = ——— et puisque o €[0;7] alors : :Tﬂ

Donc : cosa = et puisque a €[0; 7] alors :

Exercice 10 : (**) Soit ABC un triangle tel que et BC =4cm
AC=6cmet AB=3cm et | le milieu du segment [BC]

Calculer : Al
Solution : D’apres le théoréme de la médiane dans le triangle ABC on a :

AB? + AC? = 2AI°7 +%BC2

1
Donc : 32 +62=2Al? +242 donc: 9+36=2Al%+ 16

37 4
Donc : Al y par suite : Al = %

Exercice 11 : (**) Soit EFGH un parallélogramme tel que et EF =3 et EH =5 et FEH =3T”

Calculer la Surface du triangle EFH et la Surface du parallélogramme EFGH

Solution : @) S, = ; EF xEHsinE _%3x55|n%=%sin(ﬂ—%j

15 2 15\/—

15
Sern :EXTZZ 2 b) Seeoy = 2% Sepy _ZX_\/__ \/_
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Exercice 12 : (**) Soit ABC un triangle isocele en A tel que et AB=5 et BC=6
Soit | le milieu du segment[BC]

1) Calculer Al-BC et BA-BC et AC-IC

2) Soit K la projection orthogonale du point C sur la droite (AB)

Calculer : BK
Solution : 1) a) Calculons Al -BC :
liére méthode : | le milieu du segment[BC] et ABC un triangle isocele en A

Cela équivaut a dire que (Al')est une hauteur du triangle ABC donc : (Al) L(BC)

Par suite Al-BC=0

2iére méthode :

Al -BC = Al -2IC =2Al - IC=-2IA-IC

Et d’aprés le Théoréme d'Al Kashi dans le triangle AIC ona:AC*=Al*+I1C*-2IA-IC

Donc : ﬁ-ﬁ:%(A|2+|cz—Acz)

Donc : —2ﬁ-ﬁ=—(Al2+ ICZ—ACZ)
2

Donc : N-ﬁ:—(m%{%j —Aczj

BC?
Et D’apres le théoréme de la médiane dans ABC on a: AB®+ AC? =2Al% +

2

BC par suite : AIZ:1 25+25—§ =16
2 2 2

Donc : Al? :%(ABZ +AC? -

Par suite : ﬁ~B—C=—(16+9—25)=0

b) Calculons BA-BC :
D’aprés le Théoréme d'Al Kashi dans le triangle ABC on a:

AC2 =BA? +BC?-2BA-BC
Donc : BA-BC =%(BA2 +BC? —ACZ)

Dong : ?A-B?:%(25+36—252)=18

c) Calculons AC-IC :On sait que : IC =%B car | le milieu du segment[BC]

Done:: EE:E%E:%FA@

Etona: C—A-@zg(CA%CBZ—ABz)
Donc : E-E:%(25+36—252)=9

2)ona: BA-BC =18 et puisque K est la projection orthogonale du point C sur la droite (AB)

Alors ; ﬁ-Bszﬁ(-ﬁ donc : BK-BA=18
18 _@

Donc : BKxBA=18 par suite : BK = —=
BA 5
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Exercicel3 : (***) Soit ABC un triangle tel que et AB =22 et AC=3 et BAC :%

1) a) Calculer AB-AC
b) En déduire la distance BC

2) Soit | le milieu du segment[BC]
Calculer la distance Al

3) Soit J le milieu du segment[AB] ; Calculer AB-AJ

4) Soit K tel que ﬁzgﬁ

Montrer que les droites : (1J)et (BK) sont perpendiculaires
Solution : 1) a) Calculons AB-AC : AB-AC = ABx AC cos BAC
Donc : AB-AC = 2\/§x3cos[%j

NA

Donc : E.AT;=2J§X3X7=6

b) déduction de la distance BC ?
D’apres le Théoréme d'Al Kashi dans le triangle ABC on a :

BC? = AB2+ AC?—2AB-AC
2
Donc BC? =(2J§) +32-2x6=8+9-12=5 parsuite: BC=+5
2) Calculons la distance Al :ona:I le milieu du segment [BC]
BC?

D’apreés le théoréme de la médiane dans ABC on a: AB®+ AC* =2Al* +

2
Donc : Al? =%(ABZ +AC? - B(2: j

29

Donc : AI2=1 8+9—E _® Par suite ; Al =£
2 2 4 2

3) Calculons AB-AJ

Ona:J le milieu du segment[AB] donc : E=EE

Donc : ﬁ-ﬁzﬁ-iﬁzlﬁzziABZ:18:4
2 2 2 2

4)ona: W:%?C

Donc : ﬁ(-ﬁ:(ﬁ+ﬁ)-ﬁ=§d-ﬁ+ﬁ-ﬁ

Donc : W.ﬁ=(ﬁ+m).ﬁ=ﬁﬁ+mﬁ

Et puisque : | le milieu du segment[BC]et J le milieu du segment[ AB]

Alors : ﬁ:—%ﬁ

Done : BK.- 13 = (-AB)-( -5 AC |+ £ AC-( -3 AC |

Donc: BK-1J=~AB-AC_1ac’ =8 2_3 340
2 3 2 3

Et puisque : BK-1J =0alors les droites : (13)et (BK) sont perpendiculaires
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Exercice 14 : (***) Soit ABCDun quadrilatére tel que : AB=AD et CD=CB
1) Montrer que : les deux droites (AC)et(BD) sont perpendiculaires

2) En déduire que : AB.AC = AD.AC

3) Nous prenons dans cette question : AB = AD =3cm et (BAD) = %[272’]
a) Calculer : BD

b) En déduire sin(%j

Solution : 1) Montrons que : (AC) L(BD) ?

Puisque : AB=AD et CD=CB alors les points A et C appartiennent a la médiatrice(AC)
Du segment [BD]

Donc les droites (AC)et(BD) sont perpendiculaires

2) En déduisons que : AB.AC = AD.AC

AB.AC = (ﬁ+ﬁ§).ﬁ = AD.AC + DB.AC

Or (AC) L(BD) donc : DB.AC =0

Par suite : AB.AC = AD.AC D
3) a) Calculons : BD ?

D’apres le Théoreme d'Al Kashi dans ABD nous obtenons :
BD? = AB* + AD?* —2AB x AD cos BAD

BD? :18—18003%:9(2—\/5)
Do : BD =,[9(2-+2) =322
b) En déduisonssin%:Soit | le point d’intersection des deux diagonales [BD]et [AC]
Nous avons ABD est un triangle isocele et( AC)est la médiatrice du segment [BD]
Donc : (AC)est la bissectrice de I'angle BAD
jr— T
Donc: (BAl |=—|2x
(BaT) =5 [27]
D’autre part : le triangle ABI est rectangle en |

1
“x3y2-2
Donc : sinZ =51 _ 2 :m

8 AB 3 5

Exercice 15 : (****) Soient A et B deux points distincts du plan. | etJ deux point tels que :

IA-3IB=0 et JA+3JB=0
1) Représenter les points | etJ
2) Montrer que pour tout point M du plan on a: MA-3MB =-2MI et MA+3MB =4MJ

. MA
3) Déterminer et représenter I’ensemble(E) des points M du plan tel que : W: 2

Solution : 1) Représentation des points | etJ (voir la figure)
e IA-3IB=0 Equivaut a : ﬁ—3(ﬁ+ﬁ):6
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Equivaut a: —21A—3AB =0
Equivaut & : Nzgﬁ
e JA+3JB=0 Equivaut a: ﬁ+3(ﬁ+ﬁ):6
Equivaut & : 4JA+3AB=0
Equivaut & : H:%ﬁ
(E)

2)
e Montrons que pour tout point M du plan on a : MA—3MB =—2MI
m—sm=W+VA—3(W+E)=—2W+E—3E=—2W car IA-3IB=0

Donc : MA—2MB =-2MI pour tout point M du plan
e Montrons que pour tout point M du plan on a: MA+3MB =4MJ
m+3m:W+ﬁ+3(W+J§):4W+ﬁ+3ﬁ:4W car JA+3JB=0

Donc : MA+3MB =4MJ pour tout point M du plan

MA
3) Déterminons I’ensemble(E) des points M du plantelque : —=3 ?

MB
. MA
M e (E) Equivaut & : W:S
Equivaut & : MA=3MB Equivaut & : MA*-9MB* =0

Equivauta: MA —OMB =0  Equivauta: (W—SW)-(WHLSW) =0
Equivaut & : —2MI+4MJ =0
Equivaut a : —8MI-MJ =0
Equivaut & : Ml-MJ =0
Equivaut a : (MI)L(MJ)
Equivaut a dire que : le point M appartient au cercle de diamétre [1J]
C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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