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Tronc commun Sciences BIOF

Correction Série N°6 : PRODUIT SCALAIRE

Exercicel : (*) Soient AB et AC deux vecteurs tels que : AB =$et AC =+/8 et BAC :577Z

Calculer : AB.AC

\/5 Y/ \/]E b

Solution : E.E:“ﬁ“x“ﬁ“xcosBAC:—x 8xcos(—j:—cos(n+—j
4 4 4 4

AB.AC = —%cos(%} = —1x£ - _ﬁ

2 2
Exercice2 : (**) Soit ABC un triangle rectangle et isocéle en A et AB=2cm

Calculer AB.AC et BABC et BACB
Solution : On a AB.AC = ABxAA car : A estle projeté orthogonales de A sur (AB) etB estle

projeté orthogonales de B sur (AB) et A est le projeté orthogonales de C sur C (AB)

Donc AB.AC = AB.AA= ABx AA= ABx0=0
De méme : par utilisation des projections orthogonales sur la droite : (AB)

B
Ona:BABC=BABA=BA =BA’=22-4 Remarque : MN® = MN?
De méme : par utilisation des projections orthogonales sur la droite : (AB)
On a :BACB =BAAB=-ABAB=-AB =—AB’=—4
Exercices : (**) Soit un triangle équilatéral ABC de cété 2 et de centre O
1) Calculer : a) ABAC  b) OAOB c) CAOB
2) Montrer que : CACB =CACO
Solution :
A
an
3 .40
B | C
1) a) Calculons : AB.AC
AB.AC = [AB|| AC|xcos BAC = 2x2xc0s % =4x =2
b) Calculons : OAOB
Puisque le triangle est équilatéral, la médiane [Al] est aussi hauteur
Donc : d'apres le théoreme de Pythagore : Al2= AB2—BI?
Donc : Al =+/AB2—BI2=+/22-12 = /3 et ainsi : OA=§AI =¥
On conclut donc que ;: OAOB = “ﬁ“x“(ﬁ“x cos AOB = OAx OB x cosz?” = %x%x[—cos %)
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Donc : OAOB :ﬂx(_lj __ 2
3 2 3

C) Calculons : CAOB
On a: O étant le centre de gravité du triangle équilatéral, il est aussi centre du cercle circonscrit au
Triangle, donc (BO) est la hauteur issue de B dans le triangle, donc est orthogonale a (AC)

Donc : CAOB=0

2) Montrons que : CACB=CACO

En utilisant la relation de Chasles, la distributivité du produit scalaire, et la question précédente, on
obtient : CACB = C—A(@ +Cﬁ) =CACO +CAOB

Puisque le triangle est équilatéral, la médiane [BO] est aussi hauteur donc : CAOB=0

Donc : CACB =CACO

Exercice4 : (**) Soit le carré A ; B et C trois points du plan comme indiqué sur la figure ci-dessous

K C

D

____________ B H
A M= AH U= TH B
Avec: AB=6 et AH =4
Calculer les produits scalaires suivants : 1) AB. AC 2) AB.AD

Solution :1) Calculons : AB.AC

H est Le projeté orthogonal du point C sur la droite (AB)

Donc :H Le projeté du vecteur AC sur la droite (AB) est le vecteur AH
Donc : AB.AC = AB.AH

Comme Les vecteurs AB et AH étant colinéaire et de méme sens alors :
AB.AC = AB.AH = ABx AH =6x4=24

2) Calculons : AB.AD

Soit P le projeté orthogonal du point D sur la droite (AB)

Donc : Le projeté du vecteur AD sur la droite (AB) est le vecteur AP
Donc : AB.AD = AB.AP

Comme Les vecteurs AB et AP étant colinéaire et de sens contraires
Et comme : AB=6 et AP=3

AB.AD = AB.AP =—ABx AP =—6x3=-18
Exercice5b : (**) Soit CFG un triangle tels que :CF =7 et CG=6 et FG=3

Calculer : CG.af
Solution :Si u et v deux vecteurs :On a :a_gzl(“a“n“g“z_“a_9“2) et a,gzl(ua+g“2_“a“2_“9“2)
2 2
. ]_ 2 — 12 R —2
Donc : CG.CF =—(HCGH +HCFH —HCG —CFH )
2

&.C—F=1(cc;2+c:F2—|:c32)=1(62+72 ~3")=38
2 2
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Exerciceb : (*)
Considérons un triangle ABC rectangle en A tel que AC=5 et AB=4 et (A—CE) = %[275]

Soit D le point du plan vérifiant AD=4 eT (EE) = %[27:]

H est le pied de la hauteur du triangle ABD issue de B et K est le pied de la hauteur du triangle
ACD issue de C.

B

Calculer les produits scalaires suivants :

1) BA.BC 2)AB.AH  3)AC.AK  4)
E(C—A+M) 5)A—C.(§A+m) 6) KB.HC
Solution :1) Calculons : BA.BC

Le triangle ABC est rectangle en A donc le pied de la
hauteur du triangle ABC issue de C est A, Donc : A
étant le projeté orthogonal de C sur la droite (AB)

Donc : BA.BC = BA.BA=BA —BA’ = AB2=42-16
2)Calculons : AB.AH

Le triangle ABH est rectangle en H donc le pied de la
hauteur du triangle ABH issue de B est H, Donc : H
étant le projeté orthogonal de B sur la droite (AH)

Donc: AB.AH = AH.AB=AH.AH = AH_ = AH?

Dans le triangle rectangle ABH : BAH =%—%=%
7 AH 1
COS—=——"=—
3 AB 2
1

Donc : AH :EABZZ

Donc: AB.AH = AH2=22=4
3) Calculons ;: AC.AK

Le triangle ACK est rectangle en K donc le pied de la hauteur du triangle ACK issue de C est K,
Donc : K étant le projeté orthogonal de C sur la droite (AK) = (AD)

Donc : AC.AK = AK.AC = AK. AK = AK~ = AK?

cos T _AK _\B
6 AC 2
Donc : AK=£AC=ﬁ
2 2
2
Donc : TCWz(#J :§

4) Calculons : ﬁ.(ﬁ# M)

ﬁ.(ﬁ+ﬁ):ﬁ.ﬁ+ AB.AH

Or, les vecteurs : AB et AC sont orthogonaux donc : AB.CA=0
Donc : ﬁ.(ﬁ+M):ﬁ.m:4

5) Calculons : A—C(ﬁ+ﬁ)
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TC.(EA+R)=TC.§A+TC.R or: AC.BA=0

Donc : AC.(BA+AK )= AC.AK =22

6) Calculons : KB.HC
Ona: @’.%4@%@).(@4%)

Donc : KB.HC = KA.HA+ KA.AC + AB.AC + AB.HA or : AB.AC =0

53

> x2x1="5+/3 car cos(@;ﬁ):cosO:l

KA.HA = KAx HAcos(@; m) =

WA.E:-R.E:-?

AB.HA=—AB.AH =4

@.%:5\/5_7_25_4:10\@;75—8 :10\/5;—83

Exercice? : (*) ABC est un triangle tel que AB=6 ; BC=4 et AC=5.

Déterminer une mesure en degré a 10~' prés de l'angle BAC
‘Solution :D’aprés le Théoréme d'Al Kashi dans ABC nous obtenons :

BC? = AB® + AC*—2AB x AC cos BAC

16=25+36—-2x5x6c0s BAC

Donc : cosBAC:E:E
60 4

D’ou : BAC =cos™ (%) =414

Exercice8 : (**) Soit ABC un triangle tel que et AB=5 et BC =14 et AC =+/201
Soit | le milieu du segment[BC]
1) Montrer que : Al =8

2) Montrer que : BAI :%

3) Soit H un point du segment [AB]tel que AH =4

Montrer que les droites : (AH )et (IH) sont perpendiculaires
Solution : 1) Montrons que : Al =8
Ona: Soit | le milieu du segment[BC]

BC®

D’aprés le théoréme de la médiane dans ABC on a: AB®+ AC* =2Al* +

2
Donc : Al” = 1| AB? 4+ AC? - BC
2 2

Donc : AI2=%(25+201—98)=64 Par suite : Al =+/64 =8

2) Montrons que : BAI :%

D’apres le Théoréme d'Al Kashi dans le triangle AIB on a :
BI® = AB” + Al” ~2ABx Al cos( BAI )
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2 2 _pp2 .
Donc : cos(BAI): AB” +Al” ~ Bl = 25+64-49 :l par suite : cos(BAI):lzcos z
2ABx Al 2x5x8 2 2 3

V4
Donc : BAl =—
3

3) Montrons que les droites : (AH )et (IH) sont perpendiculaires
AH - TH = AH-(AH — AT) = AF - AH — AH - AT = AH2— AH - Al
AH -TH = AH2— AH x Al cos(HAl)

m-m:16—4x8cos(%j:16—32x%:16—16:0

Par suite : Les droites : (AH )et (IH) sont perpendiculaires

Exercice9 : (***) Soit ABC un triangle tel que et AB=6 et AC=5 et BC=7
1) Calculer cos BAC

2) a) Calculer AB-AC

b) En déduire que : BA-BC =30

3) Soit K la projection orthogonale du point A sur la droite (BC)

Calculer : BK

Solution : 1) Calculons cosBAC ?
D’apres le Théoréme d'Al Kashi dans le triangle ABC

On a :BC? = AB® + AC*—2AB x AC xcos BAC
AB? + AC? - BC?
2ABx AC
36+25-49 1
60 5
2) a) Calculons AB-AC
Donc : AB-AC = ABx AC x cos BAC

Donc : E-A—C:GX&%:G

Donc : cosBAC =

Donc : cosBAC =

b) déduction que : BA-BC =30 ?

Ona: BA-BC =§d-(§d+ﬁ)

Donc : BA-BC =BA +BA-AC =BA —AB-AC

Donc : BA-BC =BA?—6=36—6=30

3) Calculons : BK

Ona: BA-BC =30 et puisque K est la projection orthogonale du point A sur la droite (BC)
Alors : BA-BC =BK-BC

Donc : BK-BC =30

Exercicel0 : (****) On considére un rectangle ABCD telque: AB=4 et AD=3

. . — 1=
Et soit E un point tel que : BE =§AB

1) a) Calculer : AD-AC  b) En déduire : HE+EH

2) Calculer : AE- AC
3) a) Calculer :EC-ED
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b) En déduire : cos(ﬁ,ﬁ)

c) En utilisant la calculatrice : déduire une mesure de I'angle : (?CE)
Solution :1) a) Le point D est le projeté orthogonal du point C sur la droite (AD)
Par conséquent : E-E:E-E:EZ =AD?*=9

b) On sait d'aprés un théoréme que : AD-AC = %(HE+E HZ —HEHZ —HEHZ)
Dans le triangle ADC rectangle en D on applique le théoréme de Pythagore.

AC?=AD?*+DC?=9+16=25
2
Par conséquent : 9=%(HAC+AD H — AC? —AD2)

On en déduit que : 18=[AC+AD | ~9-25
Donc : |AC + AD HZ =52

Donc : |AC + AD H:@

2) Calculons : AE-AC
Le point B est le projeté orthogonal du point C sur la droite (AE)

Donc: AE-AC =AE-AB = AExAB car:AB. et AE sont colinéaires et de méme sens
Donc: AE-AC =6x4=24

3) a) Calculons EC-ED

EC-ED - (EB+BC)-(EA+ AD) - EB - EA+ EB- AD+ BC-EA+ BC- AD

1— 3—

=§BAEBA+0+0+E-E

3—2 —2

=—BA +AD
4

=§BA2 + AD?
4

:%><42+32 =|21]

b) On a :EC-ED =ECx EDxcos(ﬁ,ﬁ)

Dans le triangle EBC rectangle en B on applique le théoréme de Pythagore :
EC’=EB*+BC*=4+9=13

Donc: EC = \/1_3

Dans le triangle AED rectangle en A on applique le théoréme de Pythagore :
ED? =EA?+ AD* =36+9=45

Donc: ED= \/E

On adonc: 21:\/ﬁx\/ﬁxcos(§,ﬁ)

— — 21 21 21 7 765
Donc : cos{EC,ED )= = = - -
( ) J13x/45 13x45 313x5 65 65
7./65

c)Ona: cos(ﬁ,ﬁ) = la calculatrice donne : (ﬁﬁ) =29,7

65
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Exercicell : (****) Soient A et B deux points distincts du plan.
Déterminer 'ensemble(A) des points M du plan tel que : %zl
Solution : soit M un point du plan

M e(A) Equivaut a : %zl Equivaut a: MA=MB

Equivaut a dire que : (A) est la médiatrice du segment [ AB]

, MA W o
Par conséquent : I’ensemble(A) des points M du plan tel que : MB =1 est la médiatrice du

segment [AB]

Exercicel? : (****) Soit A et B deux points dans le plan tel que : AB=10

Et soit | le milieu du segment [AB]

1) Déterminer (A) I'ensemble des points M du plan tel que : IM.AB =10

2) Déterminer (C) I'ensemble des points M du plan tel que : MA* + MB* =68
Solution : AB=10 et le milieu du segment [ AB]

1) Déterminons (A) 'ensemble des points M du plan tel que : IM.AB =10

Soit: H la projection orthogonale du point M sur la droite (AB)

Donc : IM.AB = IH.AB
Equivaut a : IH.AB=10 Equivauta: IH =1

Puisque IH et ABontle méme sens alors ;: AH = %E

Et par suite : (A) est la droite qui passe par le point H et tel que :

AH = %E et perpendiculaire a (AB)

2) Déterminons(C) I'ensemble des points M du plan tel que : MA* + MB? =68
Donc : MA? + MB? = MA” + MB" :(W+ﬁ)2 +(W+@)2

Donc : MA2 + MB2 =MI~ +2MI1A+1A +MI” +2MI 1B+ 1B’

2 2
Donc : MA? + MB? =2W2+2W(ﬁ+@)+(%j +(%)

Puisque | le milieu du segment [AB]donc : IA+1B=0

Donc : MA® +MB? =2MI° +2MI (0) +50

Donc : MA? + MB? =2MI? +50 par suite on a : 2MI° +50 = 68

Donc: MI?=9 Cela équivaut a dire que Ml =3

Par conséquent : 'ensemble(C) des points M du plan tel que : MA® + MB* =68 est le cercle de

centre | etderayon R=3
C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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