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Tronc commun Sciences BIOF
Correction Série N°7 : FONCTIONS - Généralités

Exercice 1 : (*) (**) (***) Déterminer 'ensemble de définition de la fonction f dans les cas suivants :

1)f(x)—M 2)f(x)=w 3) f(x)=/x?+27-53x

"3+ X241
—2X+6 X—2 X2
= f(x)= _
4) (x) e axr32 5) ()= 575
x® —2x—2021 5x° _5x_1
f = 1 ~ 7 -
6x° +|2
Solution : 1)f(x)=x;|x|
x—3/—|x+5|

D; ={xeR/[x-3—|x+5=0 }
|x—3—|x+5|=0 Signifie que : ‘X—B‘:‘x+5‘
Signifie que : x—3=x+50u X—3=—(x+5)

Signifie que : —3=5(impossible) ou x—-3=—-x-5
Signifie que : 2x=-2
Signifieque : x=-1 Donc: D, =R—{-1}

—x?+2006
2) f(x)=_ 0
) 1(%) x+2/+1

D, ={xeR/|x+2+1+0 }

x+2/+1=0 Signifie que: |X+2|==1 pas de solutions Car |x+2/>0
Donc: D, =R

3) f(x)=x*+27 =5{3x
D, ={xeR/X*+27>0et3x>0 } Or x*+2720 et 3>0
D, ={xeR/x>0 }

D, =[0;+oo[
—2X+6
4) f(X)_|x2—2x+3|—2
D, ={xeR/|x*~2x+3-2=0 |

[x2—2x+3—-2=0 Signifie que : ‘X2—2X+3‘:2
Signifieque: x2—2x+3=20u X2—2X+3=-2
* Résolution de x2—2x+3=2

x2—2x+3=2 Signifieque: x2—2x+1=0
Signifie que : (x—1)"=0

Signifieque: x-1=0

Signifieque: x=1

La seule solution de x2—2x+3=2est 1.
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* Résolution de X2—2X+3=-2.

x2—2x+3=-2 Signifieque: x2—2x+5=0

On calcule son discriminant : A =—16.

Ainsi I’équation X?—2X+5=0n’a aucune solution réelle
Au final, seule solution : x=1

D'ou:D; ={xeR/x=#1}=R—{1}

X—2 X2

5) () 2x* —3x—-2 2x*+13x+6

D, ={xeR/2x*~3x-2+0 et 2x*+13x+6+0 |

Le discriminant de 2x* —3x—2 est: A = (-3)>—4 x 2 x (-2) = 25 et ses racines sont :

L3V 1 34428
! 2x2 2 2 2x2

Le discriminant de 2x*> +13x +6 est :A' =132 -4 x 2 x 6 = 121 et ses racines sont :

. —13-+121 ~13+v121 1

X '= ™ =—6 el x,'= —=

2%x2 2
1
Donc : D; :R—{—6;—E;2}

=2

x° —2x—2021
O 1= a2

D, ={xeR/2x*-3|x|-2+0 |

2x* —3|x—2=0 Equivalenta: 2|x* —3|x|-2=0 car |x" = x?

Faisons un changement de variable en posant : X =|x| nous obtenons I’équation : 2X* -3X —2=0
a=2,b=-3etc=-2

Donc: A=b%-4ac=(-3)2-4x2x(-2) = 25.

Comme A > 0, I'équation posséde deux solutions distinctes :

:_b_\/Z:—(—3)—«/£: 1 —b+\/Z:—(—3)+«/£=2
2

-~ et X, =
a 2x2

X
! 2a 2x2 2

. . 1
Qui est équivalent & : |x|=—§ ou |x| =2

. ) 1 .
Mais I’équation : |x| = -3 n’a pas de solutions dans R

x| =2 Signifie: x=2 ou x=-2
Par suite : D, =R—{-2;2}

5x° —5x -1

7 f(X)=——>—

) T(x) 2x* —3x* -2

D, ={xeR/2x*-3x-2+0 |

2x* —3x? -2 =0 Equivalenta: 2(x2)2 —3x2-2=0
Faisons un changement de variable en posant : X = x> nous obtenons donc : 1’équation : 2X*—-3X —2=0
a=2,b=-3etc=-2etA=Db%*—4ac=(-3)>-4x2x(-2) = 25.
Comme A > 0, I'équation posséde deux solutions distinctes :
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« :_b_*/Z__(_B')_‘/ﬁ:_l ot X2=—b+\/Z:—(—3)+«/£=

! 2a  2x2 2 2a 2x2

o 5 : 1
Qui est equivalenta : x __loux=2et par suite : x* =3 ou x*=2
2

Mais 1’équation : X* = 3 n’a pas de solutions dans R

x? =2 Signifie : x=+2 0U x=—2
Par suite : D, =R—{—\/§;\/§}

4
Exercice 2 : (**) Etudier la parité de la fonction suivante définie par :h(x) =TrenT% tar! Z(
+sin® x
4
Solution : h(X)=tan+;( D, ={X€R/X¢£+k7[ et 1+sin®x=0/k eZ}
1+sin“ X 2

Et puisque : 1+sin®x =0 pour tout xeR alors : D, :{XGR/X¢%+kﬂ/kEZ}
Donc : D, =R—{%+kﬁ/k eZ}

- Pour tout réel x, si XER—{%+kﬂ'/kEZ} alors —XER—{%+k7ZlkEZ}

- h(ex) = tan* (—x) (- tanx) (tanx)4 _h
_1+Sinz(—X) 1+(—sinx)’ 1+(S|nx) -
Car tan(—x)=—tanx et sin(—x)=—sinx si xeR

Donc g est une fonction paire
: . : - 1
Exercice 3 : (**) (***) Soit f une fonction numérique tel que : f (x) :ZXZ + X

1)Déterminer D,
2) a) Soient X, eR et x, eR telque: X #X,
_F) = (%) _

X =%
b) Montrer que f est strictement croissante sur [—2;+o|

1
Montrer que : T (X,;X,) (% +x%,)+1
c) Montrer que f strictement décroissante sur ]—oo;—z]
3)a) Déterminer « et S tel que : f(x):%(x+a)2+ﬁ pour tout x e R

b) Déterminer la nature de la courbe (C, ) de f et ses éléments caractéristiques

c) Dresser le Tableau de variations de f
4) a) En déduire que : pour tout xeR Ona: f(x)>-1

b) En déduire que : pour tout X€|:—2;%:| Ona:5<f (x)s%

c) En déduire que : pour tout xe[-5;-2] Ona: -1< f (x)s%

5)Trouver les points d'intersection de la courbe (C, )avec les axes du repere
6)Soit g la fonction définie sur R par : g(x)=2x
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Tracer Les courbes représentatives de(Cf )et(C ] ) dans le repere (O ;T;T)

7)Résoudre graphiquement et algébriquement I'équation : f (x )=g (x )

8) Résoudre graphiquement et algébriquement I'inéquation ; g(x)< f(x)

9)Déterminer graphiquement le nombre de solutions de I'équation : x> + 4x = 4m avec :meR
Solution : f(x) =%x2 +X

1) f est une fonction polyndme donc :D,; =R

2)Soient: X, e R et X, eR tel que : X #X,

1, 1, 1 1
(%)= f(x) (4“ *XZHN”XJ 25 TR K

T (X% )= = =
(%:%,) X, =% X, — X, X, — X,
1 2 2
—(x,? — +(x, —
T(><1;x2)=4(2 )+ la )
X, =%
1
3‘1(x2—x1)(x2+x1)+(x2—x1) (Xz—xi)(4(xz+xl)+1j
Thae)= X, =%, K X, — %,
2 2

Par suite : T (x;X,) :%(x2 +%)+1
3)a) Etude de la monotonie de f sur : | :[—2;+oo[
Soient : x, e[-2;+[et X, €[-2;+oo[ alors: x,>-2 et x,>-2 et X, #X,donc : X, +X, > —4

Donc :%(x2 +x)>-1

1
Par suite : Z(XZ +%)+1>0.

Donc : T (X;%,) >0 d’ou : f est strictement croissante sur | =[-2;+0[

3)b) Etude de la monotonie de fsur: J =]-0;-2]

Soient: X, € |-0;=2] et X, €]-0;-2] alors: x <-2 et x,<-2 et X, #X,
Celaimplique : X +X, <-4

Donc :%(x2 +x)<-1

1
Par suite : Z(x2 +%)+1<0.

Donc T(x;X,)<0

D’ou : f est strictement décroissante sur J =]—oo;—2]

3)a) Déterminons : a et f tel que: f(x):%(x+a)2+,6 pour tout x e R

1 1 1 1 2 1 2
f(X):ZXZ+X:Z(X2+4X):Z(X2+2X2X+22_4):Z((X+2) _4):Z(X+2) -1
b)Ona: f(x):%(x+2)2—1 donc: a=2et f=-1 car: f(x)=a(x+a) +p
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Ainsi : dans le repére (O;T;T) la courbe(Cf ) c’est une parabole de sommet : W (—a;ﬂ)

C'est-a-dire :W (-2;-1) et d’axe de symétrie la droite x=-2

. 1
c) Tableau de variation: Ona: a =Z >0

T |00 =2 4o
fa N S
1

4) a) D’aprés le tableau de variation de fona: f (—2):—1 est un minimum absolu de f sur R

Donc : pour tout xeR ona: f(-2)< f(x)
Donc : pour tout xeR ona: -1< f(x)

b) Soit: xe [—Z;ﬂ alors : —2<x s% or D’aprés le tableau de variation de f on a : f est strictement

|

2
Alors : f(—2)£ f(x)g f(lj et comme : f(—2)=—1 et f(%:lx(lj +1=
2 2 4 \2 2

croissante sur | =[-2;+o0

Par suite : f est strictement croissante sur [—2;

N |-

1 1 9
—_——=—
16 2 16
. 9 . 1
Par suite : 5< f (x)<— si Xe[—Z;—}
16 2

b) Soit : xe[-5;-2] On a alors : -5<x<-2 or D’aprés le tableau de variation de fon a : f est
strictement décroissante sur J = J-0; 2]

Par suite : f est strictement décroissante sur [—5; —2]

Alors : f(-2)< f(x)< f(-5) et comme :

f(-2)=-1Et f(—5)=%x(—5)2—5=§—5=% Par suite : —1< f (x) <

Ao

6)a) Intersection de la courbe (C, ) avec I'axe des abscisses.
Les points d’intersection de la courbe (Cf ) avec I'axe des abscisses ont leurs ordonnées nulles,

et leurs abscisses sont les solutions de I'"équation (x ) =0.

f (x)=0 Signifie %x2+x:0

Signifie x[%x+lj ~0 Signifie x=0 ou %x+1: 0

Signifie x=0 ou x=-4

Donc les points d'intersection de la courbe (C, ) avec I'axe des abscisses sont :
O(0;0) et A(—4;0)

b) Intersection de la courbe (C, ) avec I'axe des ordonnées

Le point d'intersection de la courbe (C, ) avec I'axe des ordonnées a une abscisse nulle
Etona f (o)=%(o)2 +0=0

Donc le point d’intersection de la courbe (C, ) avec I'axe des ordonnées est : O(0;0)
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6)Soit g la fonction définie sur R par : g(x)=2x
Les courbes représentatives de(C, )et(Cg ) dans le repere (O ;T;T) :

12
11

[ T A o N s s

m=5

(D) sy =m

(C)

------------------5---J----- (R A R R R NERENRREEEEEREERRENREERERREDNDRDHN R

~15-14-13-12-11-10-9 -8 -7 -6 -5 O=000Vs 55 7 8 3

(D) :y =2x

|

I

W= (2-1)) |
_a |

|

—4 |

. |
(Cg) 1)
-5 |

|

|

7) a) Résolution graphique de I'équation f (x )=g(x)

Il suffit de chercher les abscisses des points d’intersection des courbes (C, ) et (Cg )
Onadonc x=0 et x=4 donc S={0;4}

b) Résolution algébrique de I'équation f (x )=g (x)

1 1
f(x)=g(x) Signifie : ZX2+X:2X c'est-a-dire : ZXZ_X:O Signifie x(%x—ljzo

Signifie x=0 ou %x—1=o

Signifie x=0 ou x=4

Donc : S ={0;4}

9) a) Résolution graphique de I'inéquation g(x)> f (x) :
La courbe (C, )est au-dessus de(C, ) si x<[0;4]

Donc S =[0;4]

b) Résolution algébrique de I'inéquation : g(x)> f(x) :
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1
g(x)= f(x) Signifie sz +X<2X
1
C’est-a-dire : i x2-x<0
C'est-a-dire : x> —4x<0

Les racines sont: x, =0 et x, =4

r |00 D 4 +oo
ey + lb — q] +
Donc : S =[0;4]
10) Détermination graphique du nombre de solutions de I'équation : x*+4x=4m avec :meR
X2 +4x

x> +4x =4m Signifie m=

Signifie m =%x2 +x  Signifie : m= f (x)

Donc : les solutions de I'équation sont les abscisses des points d’intersections de (Cf )et la
droite : y=m

Si: m>-1 il y'a deux solutions

Si: m=-1 il y’a une solution c’est: x =-1

Si: m<—-1 l'équation n’admet pas de solution

: . : -10 . , .
Exercice 4 : (***) Soit f une fonction tel que : f (x) == X et smt(Cf )sa courbe représentative

X +1
dans un repéere (o;f;])
1) Déterminer D, .
2) Montrer que la fonction f est impaire
3) Calculer f (—1) et Montrer que 5 est une valeur maximale de f sur R
4) a) Soient x, € D; et x, €D, telque: X #X,

F(x)-f 10(xx, -1
Montrer que : T (X;%,)= (%) (XZ): (xux, —1)

X, =X, (1+x)(1+%3)
b) En déduire la monotonie de la fonction f sur les intervalles | =[0;1]et J =[1;+o[.
5) Donner le tableau de variation de f sur R
Solution :1) D, ={xeE/ f (x)eR}
D, ={xeE/x2+1=0}
x2+1=0 Signifie x>=-1
Cette équation n’admet pas de solution dans R
Donc : x2+1 ne s’annule jamais

Par suite: Dy =R

-10x
2) f(x)=
) 1(%) X% +1
-si xeR, alors —xeR
3 —lO(—X) _ —10x

- f(—x)=

2

(—x)+1 X+l
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Donc f est une fonction impaire,
3) Calculons f(-1):
~ —10x(-1) _9_5

f(-1)=

(-1Y+1 2
Montrons que 5 est une valeur maximale de f sur R
f(x)= —210X : Soit xeR
X“+1
~10x —10X—5(X2+1) ~10x—5x* -5 +2x+1  _(x+1)
f(X)—5: 7 0= 2 = 2 =—5—073 =—5"7
X +1 X +1 X“+1 X“+1 X +1
2
_ (x+1) _
Puisque : -5 71 <0 alors: f(x)<5 etonaaussi: f(-1)=5

Alors : f(x)<f(-1) pourtout xeR
On conclut que : f(-1)=5 est une valeur maximale de f sur R
4) a) Soient x, e D, et x, e D, telque: X #X,

)= fx)_ 10(xx-1)

Montrons que : T(Xl;X2)= X, — X :(1+xf)(l+x2)
2 2

_10X1 1OX2 _10X1(X22 +1)+10X2<X12 +l)

AR il (106)(1ex)

v X=X, - X=X - X =X,

oy 10x (1) +10%, (X L) 1 —10xx¢ 10X, +10%,x2 +10x, 1
") (1+X12)(1+X22) X><1—Xz N (l+xf)(1+x22) ><xl—x2

L 10( X X)) 1 10(% =X XX (X —%,)) 1
T(X11X2)_ (1+X12)(1+X22) XXl—Xz_ (1+X12)(1+x22) XX1—X2

o 1006 (=)= (6 =%)) 1 10(x-%)(xx,-1) 1
T (ki) = (1+x)(1+22) Xxl—xz_ (1+x7)(1+23) ><xl—x2

. _ 1O(X1X2_1)
T(Xl’XZ)_(l+xf)(1+x22)
b)

e Déduction de la monotonie de la fonction f sur l'intervalle | = [0;1]
Soient: x, €[0;1] et x, €[0;1] tel que : X #X,
Ona: (1+x)(1+x;)>0 et 10>0
0<x<1
Donc : alors: 0<xx, <1
0<x,<1
Donc : XX, —1<0 et puisque X, # X, alors: 0<xX, <1
10 -
(%X, ~1) <0
(1+ xf)(l+ xzz)
Et par suite f est strictement décroissante sur | =[0;1]

Dou: T(X;X,)=

e Déduction de la monotonie de la fonction f sur l'intervalle J = [1; +oo[
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Ona: (1+x)(1+x})>0 et 10>0

Soient : x, €[L+oo| et x, e[L;+oo[ tel que: X =X,

D LS lors : >1
onc : L1 2lors XX, >

, >
Donc : xX,-1>0 et puisque X, # X, alors : XX,—1>0
10(x,x, —1)
(1+ X? )(1+ xzz)
Et par suite f est strictement croissante sur J = [1; +oo[

5) Le tableau de variation de f sur R :
On a f est une fonction impaire

> Puisque f est strictement décroissante sur | =[0;1]alors f I'est aussi sur 1" =[-1;0]

>0

Dou: T(X;X,)=

> Puisque f est strictement croissante sur J :[1; +00[alors f 'est aussi sur J':]—oo;l]
D’ou, le tableau de variation de f
r =00 —1 1 400

0| SN S
-5

Exercice 5 : (**) Soit f une fonction numérique telque : ¢ (x ) =—

(C, ) Sa courbe représentative dans le repére (O ;T;T)

1) Déterminer D,

k
X+
3) En déduire la nature de (Cg) et ses éléments caractéristiques

2) Ecrire g(x)sous la forme : g(x)= A+ (déterminer « et S etk )

4) Dresser le Tableau de variations de ¢
5) Tracer la courbe représentative(cg) dans le repere (O ;T;T)
—X

Solution :1 X)=——
) o(x) X =2

On a g(x)eR signifie que : x -2=0 cest-a-dire: X #2

Donc: D, =R-{2}

2) Si x eR—{2} ona

x —2 1
- -1(x -2)-2 -1x-2) - -
g(x)= L ) )+ 2 _ 1, 2
X -2 X =2 X-2 Xx-=2 X =2
Puisque : g(x):ﬁ+L Alors: ag=-2; p=-1etk=-2
X+a

3)Ona: g(x):—1+_—22 avec q=-2; B=-1
X_
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Donc : (C, )est une hyperbole de centreW (—«; ) ; W(2;-1) et d’'asymptotes les droites

d’équations respectives : X=2 et y=-1

4) k=-2<0
T |—oo 2 oo
flz)| A~
-1 0
Methode2 : A = =2>0
1 -2

4) Représentation graphigue

-1 0 1, 2] 3] 4 5
-1/3] 0] 1 -3] 2] -5/3

41312 -1 -10 -9 8 -7 -6 -5 -4 -3 _ i 10 11 12 13
-1
X
f(x) = _
) X — 2 z
Prof/ATMANI NAJIB 3
-4
-5
-5
-7
Exercice 6 : (*) (**) Soit f une fonction numérique définie par: f (x) = % x°
1) Déterminer D;
2) Etudier les variations de f et dresser le tableau de variation
3) Tracer la dans le repére (0:i;j)la courbe (C;) def
Solution :1) f est une fonction polynéme donc un réel a toujours une image.
Donc D, =R
2) Soient x, eRet x, eR tel que: X; <X,
Donc : X13 < X23
1, 1 5 o
Donc: %" <7 %" cestadire : f(x)<f(x)
http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB 10
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Donc : f est strictement croissante

Tableau de variation :

a — + oo
fia) /
X -3 -2 -1 0 1 2 3

fx)| 65| -2| -1/4| 0| 1/4| 2| 65

Prof/ATMANI NAJIB
0 -9 -8 -7 6 -5 4 -3

-2

_ 3

]
—
4

Exercice 7 : (***) Soit la courbe (C, )représentative de f telle que f (x):x3 —4x? +3 et la droite
(D) déquation y =-x =3 (voir la figure)

1)Résoudre graphiquement I'équation f (x )=3 puis l'inéquation f (x)<3.

2)Résoudre graphiquement I'équation f (x ) =0 et I'inéquation f (x )>0

3)Résoudre graphiquement I'équationf (x )=—x —3 puis l'inéquation f (x )<-x -3

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB 11
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Solution :1) f (x )=3 La solution est 'ensemble des antécédents de 3 : S ={0;4}

2- f (x ) =0La solution est I'ensemble des antécédents de 0 :

S ={a;L,b}Avec —-1<a~<-0.5 et 35<b <4

f(x)=0 S =[al]ulb;+o]

3- f (x )=-x —3La solution 'ensemble des abscisses des points d’intersection de (C, ) etde D :
y ==X -3 donc S ={-1,2;3}

f(x)<—x-3 S =]-0;-1]U[23]

. R . 1 1
Exercice 8 : (**) On considére les fonctions : f:x— f (X)ZEXZ etg:x— g(x)z—1 .
X+
Le but de I'exercice est d’étudier la position relative de (C, ) et (C,) les courbes représentatives
des fonctions f et g

1) Déterminer I'ensemble de définition des fonctions f et g
2) Montrer que, pour tout nombre x réel : x> +x° -2 = (x—l)(x2 +2X+ 2)
3) Montrer que pour tout nombre x réel : X* +2x+2=(x +1)2 +1

En déduire le signe de I'expression : X* +2X + 2

4) A l'aide de ce qui précede, déterminer la position relative des courbes (Cf ) et (Cg)

Solution :1) Dans l'expression de f (x) , X peut prendre n'importe quelle valeur réelle
Donc D; =R

Tandis que pour : g(x) , x ne doit pas prendre de valeur telle que : x+1=0soitx =—1et donc,
D, = R-{-1

2) Pour tout x réel : (x—l)(x2+2x+2)=x3+2x2+2x—x2—2x—2:x3+x2—2

3) Pour tout x réel : (x+1)2 +1=X"+2X+1+1=X"+2X+2
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Pour tout nombre x réel : (x+1)2 >0 et donc x2+2x+2=(x+1)2+121>0

Ainsi x> +2X+2 est toujours strictement positif.

4) Pour comparer les positions des courbes(Cf) et (Cg), on étudie le signe de : f (x)—g(x) :

1 1 X+x2-2
f(x)=g(X)==x?———=
(x)-9(x) 2X x+1  2(x+1)

(x—l)(x2 +2x+2)

Donc: f(x)—-g(x)= 200+

Donc, d'apres de ce qui précede on a :

T —00 —1 1 +00
z—1 - | = 0 +
z* + 2z +2 + |+ |+
2(z + 1) - 0+ | +

Ainsi(Cf) est au-dessus de (Cg)lorsque : X e |0 =1 UL +o0]
Et (C, )au-dessous de(C, ) lorsque : x e ]-L;1]et Les deux courbes se coupenten : x=1
Exercice 9 : (**) (***) Soient f et g les deux fonctions définies par :

g(x)= 2;(+13 et f(X):X2+2

1)a) Déterminer D,
b) Déterminer la nature de la courbe (Cg ) de g et ses éléments caractéristiques
c) Déterminer le Tableau de variations de ¢

2) a) Déterminer la nature de la courbe (Cf ) de f etses éléments caractéristiques

b) Déterminer le Tableau de variations de f

3) Trouver le point d’intersection de la courbe (Cg ) avec I'axe des abscisses

4)Tracer Les courbes représentatives (Cf) et (Cg )dans le méme repere
5) a) Etudier graphiquement le signe de la fonction g

b) Etudier algébriquement le signe de la fonction g

6) (On admet que (C, ) coupe (Cf )en un point d’abscisse : 1 =2,11

Résoudre graphiquement l'inéquation f (x )>g(x)

2X+3

= i ona g(x)eR ©x-120 & x=l
X_

Solution :1) g (x)=

Donc : D, =R-{1}
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Soit XeR—{l} -Ona:

g(x): 2x +3 _ (2x—2)+2+3 _ 2(x—1)+5 _ 2(x—1)+ 5 P 5
xX—-1 X—1 x—-1 xX—-1 X—1 X—1
On utilisant un résumé de notre cours :
Rappelle : Si: g(x)=p+ K alors (C,) est une hyperbole de centre Q(~; 5) et d’asymptotes
X+

les droites d’équations : X=—-0 et y=p

Dans notre exercice on a: g(x):2+i1 si xeR-{l}donc:a=-1et p=2 et k=5>0
X_

Donc (Cg) est une hyperbole de centre Q(1;2) et d’asymptotes les droites d’équations :
Xx=let y=2

Puisque : k=5>0 alors : g est strictement décroissante sur les intervalles : ]—oo;l[ et ]1; +oo[
Donc le tableau de variations de g :

r]—00 1 400
g N\ N

2)Ona f estune fonction polyndme donc : D; =R

On utilisant un résume de notre cours :

Rappelle : f (x) :a(x+a)2 + S (forme canonique)

Dans un repére (O;T; T) la courbe(Cf ) c’est une parabole de sommet W (—«; B) et d’axe de
symétrie la droite : x=-«a

Dans notre exercice ona: f(x)=x*+2 :1(x—0)2 +2 (la forme canonique) : =0 et g=2
Dans un repére (0;i;j) la courbe (C; ) c’est une parabole de sommet W (—a; ) c'est-a-dire :
W (0;2) et d’axe de symétrie la droite : x=—a =0

Le tableau de variations de f :
Dans notre exerciceona: —a=0et g=2 et a=1>0

r o |—o0 () +x
f@l A/
2

3) Intersection de la courbe (C, ) avec I'axe des abscisses :

2X+3
x—1

9(x)=0 =

0<:>2x+3=0<:>x=—§

3
Le point d’intersection de la courbe (Cg ) avec I'axe des abscisses est : A(_E;Oj

4) Les courbes représentatives (Cf ) et (Cg )dans le méme repéere
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'=1(2.12,6.48)
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Prof/ATMANI NAJIB

5) a) Etude graphique du signe de la fonction g sur R—{1}

g(x)>0 si et seulement si la courbe (C, ) est au-dessus de 'axe des abscisses

g(x)ZO Signifie que X € }OO;—%} U [1; +oof

9(x)<0 Signifie que XE[—S;l[

b) Etudions algébriqguement le signe de la fonction g sur R—{l}

Voici le tableau de signe qui résume le signe de g sur R—{1}

T —o0 _7 1 +oo
2x+3 — -+ +
xz—1 — — +
e I I

7) a) Résolution graphique de I'équation f (x )=g (x) :

Il suffit de chercher les abscisses des points d'intersection des courbes (C; ) et (Cg )
Onadonc: x=1 parsuite: S={1}

7)b) Résolution graphique de 'inéquation g(x)> f(x) :

La courbe (C, )estau-dessus de (C; ) si xe [LA] clest-a-dire: xe]l ; 2,12]
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Donc S=[1;4]=]1; 212]

Exercice 10 : (*) (**) (***) Soit g la fonction définie par : g(x)= ZL et (Cg) La courbe
—X

représentative de g

1) a) Déterminer la nature de (Cg ) et ses éléments caractéristiques.

b) Déterminer le tableau de variation de g

c) Tracer la courbe (C, ) dans un repére (0;i;7)

2) a) Résoudre dans R les équations : g(x) =X et g(x)=1+x

b) Donner une interprétation graphique des résultats

c) Déterminer le signe de : m?+4m

d) Déterminer les valeurs de m ou la courbe (Cg)coupe la droite d’équation : y =X+m en deux
points

3) On considére la fonction f tel que : f(><)=22—x1
X=X+

a) Déterminer D,
1-
y) il
(x@=x+1)(y2-y+1)

b) Montrer : f(x)-f(y)=2(x- sixeR et yeR

¢) En déduire la monotonie de f dans : [-11]et [1; o]
d) Calculer : f(x)+§ puis en déduire que —%s f(x) ;si xeR

. 2
e) Montrer que : si xeR alors : —gs f(x)<2

Solution :1) a) Déterminons la nature de (Cg) et ses élements caracteéristiques : g(x) -1

2—X
Onag(x)eR < 2-x20 < x#2
Donc : D, =R—{2} =]-o0;2[ U]2;+o0]

ax+b
cx+d

d a
En générale si:g(x)= et c=0 alors (Cg) est une hyperbole de centreW (—EEJ et

d’asymptotes les droites d’équations : x = _d et y _a
c c
1 0x+1
2—-x (-1)x+2

et d’'asymptotes les droites d’équations x=2 et y=0

Dans notre exercice on a : g (x)= donc (Cg) est une hyperbole de centrew (2;0)

b X :L ona: A= 0 1 =1>0 g est strictement croissante sur les intervalles :
g > g
—X

12+ et |- ; 2]

T R Y B e

ilir) / A
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x=2

|
|

2) a) Résolution dans R des équations : g(X)=X et g(x)=1+X

g(x)=x = %:x o X(2-X)=le x2-2x+1=0< (x—l)2 =0 x=1

Donc : S, ={1
g(x)=1+x < L ixe (1+x)(2-%)=1 o x2—x-1=0

2—-X
_(_1)+J§:1+\/§ et _—(—1)—\/521—\6

2x1 2 - 2x1 2

A=b*-dac=1+4=5>0

et X, =
1-v5 1445

)

b) interprétation graphique des résultats :

2

Donc : S, ={

o Pour I'équation : g (X) =X

La Courbe(Cg) coupe la droite d’équation : ¥ =X en un point c'est : A(L1)

e Pour I'équation : g (X) =1+X

La courbe(Cg) coupe la droite d’équation : Yy =Xx+1 en deux points : B(

1+\/§_

2

|

1+J§

2

—1_f;1_f +1J et

1+J§ 3+J§

2 ' 2

+1J c’est-a-dire : B{%#J et C(

|

c) Détermination du signe de : m?+4m

T

—4 i +x

m24-m

e

+

i

1
)
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d) Détermination des valeurs de m pour que la courbe(Cg) coupe la droite d’équation : y=X+m
en deux points : Résolution algébrique de I'équation g (x) =X+m

g(X)=x+m < );—_i:x+m & 2M+2x—x2—xm=1 X*+(M-2)x-2m+1=0
+

A=b?—dac =(m-2)" —4x1x(-2m+1)=m2+4m

Donc : A=m?+4m>0 signifie que : M e]—oo;—4[u]0; +°0[

Donc : 'équation g(X)=X+m admet 2 solutions si et seulement si : M€ |-o0;—4[ U |0; +e0]

Donc : les valeurs de m pour que la courbe(cg) coupe la droite d’équation : y=X+m en deux
points sont : M € |-o0;—4[ U ]0; 40

2X
X2—Xx+1

3) On considere la fonction f tel que : f (x)=

a) Détermination de D
D, ={xeR/x2—x+1#0 }

Le discriminant est A =b? —4ac = (—1)2 —4x1x1=1-4=-3<0

Donc : Pas de racines par suite : D; =R

b) Calculons : f(x)-f(y) sixeR et yeR

F(0)-F(y) = 2X 2y _2x(y2—y+1)—2y(x2—x+1)_2xy2—xy+x—yx2+xy—y

y_x2—x+1_y2—y+1_ (x@—x+1)(y2—y+1) = (x2-x+1)(y2-y+1)
L, XRoyax—y L Y (Y=X)=(y=X) —2(y—x) xy -1

(x2=x+1)(y2-y+1) (x@—x+1)(y2—y+1) (x2—x+1)(y2—-y+1)

Donc : f(x)-f(y) =z(x_y)(xz_x+11;(xs>//2—y+1)

c) En déduire la monotonie de f dans: [—l'l] et [1; +oo[

Ona: f(x)-f(y) :Z(X_y)(xz—x+11;(x)3//2—y+1) done: %:'(y) :2(x2—x+113(sz—y+1)

Pour: x2—x+1 et y2—y+1; A=1-4<0donc: x2—x+1>0 et y2—y+1>0

Si: xe[-Ll]= -1<x<1=|X<1 (1) et ye[-L1]=-1<y<l=|y[<l (2)
(1) et(2) = |X|y|<1l=|xy|<1=-1<xy<1=0<1-xy

f(x)-f(y)

Donc : >0 par suite f est croissante sur [—1;1]

Si: Xe[1;+oo[:>x21 (1) et ye[1;+oo[:>y21 (2)
(1) et(2) = xy21=1-xy<0

f(x)-f(y)

Donc : <0 par suite f est décroissante sur [1; +oo[
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d) Calcul de : f(x)+§ puis I'étude de son signe :

f(x)+g— 2X 2 _ BX+2x2— 2x+2_2x2+4x+2_2(x2+2x+1)_ 2(x+1)2 o
3 X2 _x+1 3 3(x2—x+1) 3(x2—x+1)  3(x2—x+1)  3(x2—x+1)

Car: x2—x+1>0 et (x+1)2 >0

Par suite : VxeR : f(x)+§20 c'est-a-dire : —%S f(x) @; vxeR

e) Montrons que : VxeR —%s f(x)<2

Ona: —%Sf(x) @ ; vxcR . Montrons que : WxeR f(x)<2

>0

2 — 2_
2-f(x)=2-— 2 :2(1_)( X ):2" X+1-X _,@=2x+1 _ 2(x-1)’

X2— X +1 —Xx+1 (x2—x+1) N (x2=x+1) (x2—x+1)

Car: x2—x+1>0 et (x—l)2 >0

Par suite : VxeR : 2—f(x)>0 c'est-a-dire : f(x)<2 @ ; VxeR

O @ = VxR ; —%sf(x)ﬂ

Exercice 11 : (**) (***) Soit f une fonction numeérique tel que : f (X) = \/X+\/; —\/;

1) Déterminer D,

2) Démontrer que : 0< f(x) si X e R”
3) Démontrer que : f (x )<— si XxeR”
Solution :1) D; ={xeR/x>0}=R"

2) soit xeR" ona X+yX=2=X

Donc : /x+ x>\/_ doncf :'\/ \/;>O

Donc: 0< f(x) si Xe R™
T T
[+ ‘

X+4/X =X \/Y 1

MaEEiEslae
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1 1
Si XE]R+ —>0doncl+ >1

Donc : / >1donc /1+ +1>2
- = 1 . 1
Donc : 1 <2 par suite : f (x )<Eetona. f(0)=0<E
1+ =+1
Jx

1
Donc:si Xe R™ : f(x)<§
Conclusion : 0< f(x)<% si xeR"

Exercice 12 : (**) (***) Soit f une fonction numérique tel que : f (x)= X2+ 2XIX + X — 4

Démontrer que : —4 est une valeur minimale de f sur R”
Solution :1) D; ={xeR/x>0}=R"

Soit xeR* ° f(x):x2+2x\/§+x—4:x2+2x\/§+(\/§)2—4
f(X):(X-l-\/;)z—‘]- Donc:f(X)+4=(X+\/;)220
Donc: f(X)+4>0 parsuite: f(x)>—4 etona: f(0)=—-4 donc f(x)> f(0)

Donc : f (0) =—4 est une valeur minimale de f au point X, =0

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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