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Correction Série N°2 : Les polynomes

Exercicel : (*) Soient P(x) et Q(x) deux polynémes
Calculer P(x)+Q(x) et P(x)xQ(x) Dans chacun des cas suivants et comparer :
deg(PxQ) et deg(P)+deg(Q)
1) P(x)=2x>+5x-3  Q(X)=-3x"+x-2
2) P(x)=x"-2x*+3 ; Q(x)=—x"+1
Solution: 1) Ona P(x)=2x>-3; Q(Xx)=-3x"+x-2
P(X)+Q(x)=2x>+5x-3-3x" +Xx—-2=-2x"-3x* +6x-5
P(x)xQ(x)=(2x" +5x—3)(-3x* +X—2) =-6X" + 2x" — 4x’ ~15x° +5x* ~10X+9x’ —3X+ 6
P(x)xQ(x)=—-6x"+2x*—-19%x®> +14x®> —3x +6
deg(PxQ)=5 deg(P)=3; deg(Q)=
Donc: deg(PxQ)=deg(P)+deg(Q)
2) P(x)=x"-2x*+3 ; Q(x)=—x"+1
P(X)+Q(x)=x"—2x"+3-x"+1=-2x"+4
P(x)xQ(x) (x = 2% +3) (X +1) ==X+ +2x" = 2x* -3x° +3
deg(PxQ) deg(P)=5; deg(Q)=
Donc : (PxQ):deg(P)+deg(Q)
Exercice2 : (**) Discuter suivant le parametre m le degré du polynéme P(X):
P(x)=(m*—4)x*+(2m—4)x* +5x -1
Solution : P(x)=(m*-4)x°+(2m-4)x
m’—-4=0 Signifie que : (m-2)(m+2)=0
Signifie que : m—-2=0 ou m+2=0
Signifie que : m=2 ou m=-2
e Simz#2et m#-—2 alors: m>~4=0 et par suite : d°P =3
e Si m=2 alors : le polyndéme devient : P(x)=0x’>+0x=0 c’est un polynéme nul
Et par suite : le polynébme n’a pas de degré
e Si m=-2 alors : le polyndme devient : P(x)=0x>—8x=-8x et par suite : d°P =1
Exercice3 : (**) 1) Montrer que les polynémes suivants sont égaux :
P(x)=2x°+3x" —29x+30 et Q(x)=(x+5)(1+2x* ~7x+5)
2) Déterminer les nombres réels :a ; b et C pour que les polyndmes suivants soient égaux :
P(x)=ax’+bx+c et Q(x)=(3x—1)(x+2)
Solution :1) Deux polyndmes P et Q sont égaux si et seulement si ils ont le méme degré et les
coefficients de leurs monémes de méme degré sont égaux.
Il faut développer et réduire le polyndme : Q(x) =(x+5)(1+2x* —=7x+5)
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Q(x)=(x+5)(1+2x2—7x+5) =(x+5)(2x2—7x+6)=2x3—7x2+6x+10x2—35x+30
= 2x° = 7x* +10x” +6x —35x+30 = 2x> +3x* —29x+30 =P (X)

Donc : P(x)=0Q(x)

2) Déterminons les nombres réels :a ; b et C pour que: P(x)=0Q(x)

Il faut développer et réduire le polynéme : Q(x)=(3x—1)(x+2)

Q(x)=(3x—1)(x+2)=3x*+6x—x—2=3x"+5x—2

Légalité : P(X)=Q(x)donne systéme suivant en comparant deux & deux les termes de mémes

a=3
degrés :1b=5
c=-2

Exercice4 : (**) Soit le polynome : P(x) = x* +6x° +15x* +18x +9

1) Calculer a etb sachant que : P(x)=(x* +3x)2 +a(x*+3x)+b

2) Factoriser P (X).

Solution : Nous avons : (x* +3x)2 = x* +6x° +9x2

Donc : P(x)=x"+6x>+9x*+ax® +3ax+b

Donc : P(x)=x"+6x’+(9+a)x*+3ax+b

Cette égalité donne on comparant deux a deux les termes de mémes degrés le systeme suivant :
9+a=15

3a=18 DOHC{
b=9

Donc : P(x):(x2 +3x)2 +6(x2 +3x)+9

a==6

Equivalenta : P(x)=(x* +3x)2 +2x( X +3x)x3+3

Par suite : P(x)= (x2 +3x+3)2

Exercice5 : (***) 1) Déterminer un polyndme P de degré 3 tel que : P(x+1)—P(x)=x
2) En déduire la somme suivante : S, =1+2+3+....+n

3) Déterminer un polynéme P de degré 2 tel que : P(x+1)—P(x) =X’

4) En déduire la somme suivante : S, =1° + 2 + 3 +....+n?

Solution : P de degré 2 donc P s’écrit sous la forme : P(x)=ax’+bx+c avec: a=0
P(x+1)—P(x)=x Signifie (a(x+1)2 +b(x+1)+c)—(ax2 +bx+c)=x

Signifie : ax” +2ax+a+bx+b+c—ax’ —bx—c=x

Signifie : (2a—1)x+a+b=0

2a—-1=0 1 . 1
Donc : Donc:donc: a== etparsuite: b=—=
a+b=0 2 2

Donc : P(x):%xz—%x+c avec: ceR
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2) S, =1+2+3+....+n= 72?277

On remplace successivement x par:0;1;2;...;n-1;n
Dans : P(x+1)—P(x)=x On obtient :
P(0+1)-P(0)=0 (1)

P(1+1)-P(1)=1 (2)

P(2+1)-P(2)=2 (3)

P((n-1)+1)-P(n-1)=n-1 (n-1)

P(n+1)—-P(n)=n (n)

On fait la somme membre & membre les égalités : (1) +(2)+(3) +...(n—1)+(n)
On obtient : P(n+1)—P(O):1+2+3+...n=Sl

onc : $,=P(n+1)~P(0)= *(n+1)’ —%(n+1)+c—(%02—%(n+1)+c)

S, :%(n+1)2 —%(n+1) :E(n+1)(n+1—1) :%n(n+1) 3)P de degré 3

Donc P s’écrit sous la forme : P(X)=ax’+bx* +cx+d avec: a=0
X2

P(x+1)—P(x)=x Signifie (a(x+l)3+b(x+1)2 +c(x+1)+d)—(ax3+bx2 +ox+d) =

. 1 1 1
apres les calculs on trouve : a = get b= - et c==

6
. 1,1, 1 _
Et par suite : P(x):§x —5X +gx+d avec: d eR
De la méme fagon on montre que : P(n+1)—P(0)=1*+2*+3*+..n* =S,
n(n+1)(2n+1)

6
Exercice6 : (***) Trouver le diviseur du polyndme P (x)=>5x"+x*+2 Sachant que le quotient et

Etontrouve : S, =P(n+1)—-P(0)=

le reste sont respectivement : Q(x) =5x*—19x+76 et R(x)=-299
Solution : Soit D(x)le diviseur de P(x)

Alors : P(x) =D(x)xQ(x)+R(x) donc: P(x)—R(x)=D(x)xQ(x).
P(x)=R(x) 5x*+x*+304
Q(x) 5x? —19x+ 76
En utilisant la division euclidienne du polyndme 5x° + x* + 304 par 5x* —19x+76

On trouve : D(x)=x+4

Dot : D(x)= 14

Exercice7 : (**) Soit le polyndme : P(x)=x’+3x*-2x—6

1) Calculer P(-3) et que peut-on dire ?

2) Déterminer le polyndme Q(X) tel que : P(x) =(x+3)xQ(x)

Solution : 1) en remplagons x par -3 dans le polyndme P(X) =x>+3x*—2x—6
On a :P(-3)=(-3) +3(-3)" ~2(-3)-6=-27+27+6-6=0
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Donc -3 est racine du polyndéme P (x)
2) Donc : P(x)est divisible par x+3
Donc il existe un polyndme Q(x) tel que : P(x)=(x+3)xQ(x) et puisque le degré de P(x)est 3
Donc : le degré de Q(x)est 2 par suite : Q(x)=ax’+bx+c (a#0)

Methodel :

P(x)=(x+3)x(ax+bx+c )

Donc : X°+3x° —2x—6=(x+3)xQ(x)=ax’+(b+3a)x*+(c+3b)x+3c
Donc: a=1etb+3a=3 et3c=-6

Donc: a=1etb=0 etc=-2

Donc: Q(X)=x*+0xx—2=x*—-2:

Methode2 : P(X) = x*+3x* —2x—6 = (x> +3x") = 2(x+3) _
P(x)=x*(x+3)—2(x+3)=(x+3)(x* - 2)

Donc : Q(x)=x*-2

Methode3 : Effectuer la division euclidienne de P(x)=x’+3x*~2x—6 par: x+3
et déterminer le quotient et le reste.

On a donc : x> 4 322 — 22 — 6 x+3
P(x)=(x+3)Q(x)+P(-3)=(x+3)(x*~2)+0=(x+3)(x*-2) x> + 322 r—
Q(x)=x*-2 estle quotient et p(-3)=0 le reste _ T2x—6

—2x — 6
Exercice8 : (**) Soit le polynéme : 0

P(x)=x>-2x*-5x+6

1) Effectuer la division euclidienne de P (X) part x+2 et déterminer le quotient Q (x ) et le reste
2) Montrer que Q (X ) est divisible par x—3
3) En déduire une factorisation du polynéme P(X) en polynébmes de lere degrés

Solution :1) la division euclidienne de P(X) par X+ 2

2
Donne : Q(x)=x*—4x+3etle reste est : 0 &’ — 20" —5x+6 [x+2
3 2
x” — 2x
2) Q(3)=0 donc 3 est racine du polynbme Q| x 2
(3) (%) —dz’—52+6 [¥ 4r + 3
DoncQ(x) est divisible par x—3 4z? + 8z
3)Ona: P(x):(x+2)(x2—4x+3) + 3r+6
—3x — 6
En Effectuant la division euclidienne de Q(x) par x—3 0
On aura Q(x)=(x—3)(x-1):
Donc : P(x)=(x+2)(x—3)(x-1)
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Exercice9 : (**) Soit le polynéme suivant (E) : P(x)=x —3x2—4x+ 43
1) Montrer que -2 est racine du polynéme P (X)

2) Montrer que : P(x)=(x+ 2)(x2 —(\/§+ 2)x+ 2\/5)

3) On pose : Q(x)=x"~(v3+2)x+2V3 et soit A son discriminant

a) Veérifierque : A= (\/5—2)2

b) Résoudre dans R I'équation :Q(x)=0

4) En déduire les solutions de I'équation : x —(\/§+ 2)\/§+ 23 =0

5) Résoudre dans R I'équation P(x) =0

6) Résoudre dans R l'inéquation P(x) >0

Solution : 1) P(-2)=(-2)" —v3(-2)" —4(-2)+43

P(~2)=-8-4/3+8+4+/3=0 Donc : -2 est racine du polynéme P (x)

2) (x+2)(x2 —(J§+ 2)x+2\/§)= xa—(\/§+2)x2 +24/3x 4+ 2%2 —2(J§+2)x+4J§
= X3 —3x2 = 2x2 + 23x + 2X% — 24/3x — 4x + 43
= x* —/3x* —4x+ 43 = P(x)

3) On pose : Q(x)= xz—(\/§+2)x+2\/§ a=1et b=—(J§+2)et c=23

A:bz—4ac=(—(J§+2))2—4X2J§x1=(J§+2)2—8J§

A=3' +2x2x\3+2° 83 =3 43 +2° =(\B-2)
b) Q(x)=x2—(\/§+2)x+2\/§

Puisque : A =0 donc il y'a deux racines :

a2 BiaBog o Bz |Vi-2) B2
= 1 = X = «1 -T2

2 2x1 2
Orona: 2>+/3 car (2)2>(J§)2 donc: /3-2<0

Par suite: ‘J§—2‘=—(J§—2)=2—J§
J3+2+2-3 \/§+2+\/§—2:\/§

Donc: x, = Ny =2etx= 71 par suite: S:{\/§,2}.
X X

4) x—(«/§+2)\/§+2\/§:0 est équivalente &; (&)2—(\/§+2)\/§+2\/§=0.
On pose : X =+/x eton adonc: XZ—(\/§+2)X +24/3=0

Mais d’aprés 3)b)ona: x, =43 et X, =2

Qui Signifie que: \fx =+/3 et \/Z: 2 donc: (&1)2 :(ﬁ)z et (\/Z)2 =(2)
Qui Signifie que: x =3 et x,=4 par suite: s={3,4}

5) On a: P(x):(x+2)(x2 —(\/§+ 2)x+ 2\/5)

P(x)=0 Signifie x+2=0 ou xz—(\/§+2)x+2«/§:0

X
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Signifie que : X, =—2 ou x, =+/3 ou x, =2 Par suite: s :{_z,z,ﬁ}

6) P(x)>0 Signifie que: (x+2)(x2—(J§+2)x+2J§)20

To|—00 -2 3 2 00
Q)| + | + 0 - (0 +
r+2 — {Il + + +
Px)] — 0 + 0 - 0 +
S =[—2;J§]u[2;+oo[

Exercicel0 : (**) Soit le polynéme : P(x)=2x’—x*-13x—6

1)Quels sont les diviseurs entiers relatifs du terme constant 6 ?
2) Déterminer (en cas d’existence) les racines relatives du polynéme P (x)

3) Factoriser le polyndme P(x)en un produit de monémes
4) Résoudre dans R l'néquation P(x)>0

Solution :1) les diviseurs entiers relatifs du terme constant 6 sont:-6;-3;-2;-1;1,;2;3;6
2) S'il existe une racine a7 du polyndéme P (x ) alors : P(a)=0

C'est-a-dire : 2a’*-a*-13a-6=0

C'est-a-dire : a(2a’-a-13)=6

C’est-a-dire : a est un diviseur de 6

C'est-a-dire : ae{-6;-3,-2,-112;3;6}

Maintenant il ne nous reste plus qu’a tester chacun de ces nombres s'il est racine :
P(-2)=2(-2)’—(~2)" ~13(-2)-6=0

P(3)=2x3 -3 -13x3-6=0

Donc : les racines relatives du polyndme P(x)sont: -2 et 3

On trouve seulement : {

3) Factorisons le polyndme P(x)en un produit de monémes

On a :-2 est racine du polynéme P (x ) donc P (x )est divisible par x+2

Il existe donc un polyndme Q(x)tel que : P(x)=(x+2)Q(x)

Mais aussi on a : 3 est racine du polynéme P (x )c’est-a-dire : P(3)=(3+2)Q(3)=0
C'est-a-dire : Q(3)=0

C’est-a-dire : 3 est racine du polynéme Q(x)

C’est-a-dire : Q(x)est divisible par x—3

C’est-a-dire : Il existe un polyndme R(x)tel que : Q(x)=(x—-3)R(x)

Donc : P(x)=(x+2)(x—3)R(x)

C'est-a-dire : P(x)est divisible par (x+2)(x—3)=x*—-x—6

Donc : P(x)=(x*—x—-6)R(x)

Mais le degP =3 et deg(x* —x—6)=2 par suite : degR=1

Donc : R(x)=ax+b

P(x)=(x*—x—6)(ax+b)=ax’+bx* —ax* —bx —6ax—6b
P(x)=ax’+(b—a)x*—(b+6a)x—6b et puisque : P(x)=2x*-x*-13x—6
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: T b-a=-1 o =
Par identification on a : 6ba— 6 signifie que{
—(b+6a)=-13

Donc : |P(x) = (x+2)(x—3)(2x+1)|

4) P(x)=0 Signifie: (x+2)(x—3)(2x+1)>0
Donc le tableau de signe suivant :

r |-oo =2 -1/2 3 +oc
Za+l| - - ) + +
r+2 1 — () + + +
=3 - - - 0+
Px)| — ) + 0 — 0 +

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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